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Nesta seccdo, vamos estudar procedimentos ou métodos iterativos
para encontrar aproximacdes de zeros de funcdes reais, ou seja, os
valores de x para os quais f(x) = 0.

Teorema de Bolzano

Seja f uma fungdo continua em um intervalo fechado [a, b]. Se
f(a) - f(b) <0, entdo f possui pelo menos um zero no intervalo
aberto (a, b). Ou seja, se a fungdo muda de sinal entre a e b (isto
é, se f(a) e f(b) tém sinais opostos), entdo existe pelo menos um
ponto ¢ dentro do intervalo onde a funcdo f é igual a zero.

Refinamento

Uma vez que os intervalos contendo os zeros s3o identificados,

utiliza-se uma técnica de refinamento para aprimorar a precisio da
solucdo. Esse processo envolve a aplicacdo de métodos que
iterativamente aproximam o valor do zero até que a precisio ITC_

dasejada seja alcancada.
o S Iterativos para calculo de railzes aproxima
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Métodos iterativos

Método de Bissecio;
Método de Falsa Posic3o;
Método de Newton-Raphson;
Método de Ponto Fixo
Método da Secante:
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Método lterativo

Métodos lterativos

Métodos Iterativos consistem em uma sequéncia de comandos
que devemos executar. alguns dos quais sendo repetidos algumas
vezes. Cada método tera uma abordagem diferente. Cada repeticio
é denominada iteracdo
E fixada uma margem de erro ¢, o processo iterativo termina apés
k iteracdes:

Al: Se |x — x| < ¢, onde X é a raiz exacta e x* a raiz

aproximada ou;

A2: Se |f(x*)| < ¢, ou ainda;

A3: Se atingirmos o nimero de iteragdes desejadas.

( isuTC

Os ceritérios descritos acima s3o chamados critérios de parada.
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Método de Bissecdo

Teorema de Bolzano

Seja f uma fungdo continua em um intervalo fechado [a, b]. Se
f(a) - f(b) <0, entdo f possui pelo menos um zero no intervalo
aberto (a, b).

O método de bissecdo consiste em dividir o intervalo que contém
o zero ao meio e por aplicacdo do Teorema de Bolzano, aplicado
aos subintervalos resultantes, determinar qual deles contém o zero.
O processo é repetido para o novo subintervalo até que se obtenha
uma precisdo prefixada. Desta forma, em cada iteracdo o zero da
funcdo é aproximado pelo ponto médio de cada subintervalo que a

contém. CISUTC
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Método de Bissecdo

Algoritmo do Método de Bisse¢do

Seja dada uma funao que possui uma raiz no intervalo [a; b] e
pede-se para determinar a aproximacdo da raiz com uma precisio ¢
Al: Considerar o intervalo inicial [a; b]
A2: Se |b — a| < ¢, escolha x* qualquer desde que
x* € [a; b] como raiz aproximada e TERMINA o
processo.

. a .
A3: Se |b— a| > ¢, considere m = e determine

f(a), f(m) e f(b)
A4: Se f(a)f(m) < 0, troque b por m. Caso contrario:
f(m)f(b) < 0, troque a por m. L 7e
—
A5: Volte para o passo A2
erativos para Calculo de ralzes aproximadas
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Método da Bisseccdo

Exemplo. Vimos num dos exemplos que f(x) = xInx — 2, tem um
anico zero em (2,3). Calcule-a com precisdo 1072.
k a b m f(a) f(b) f(m) b—a
0 2 3 2,5 |-0,6137 | 1,2958 | 0,2907
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Exemplo. Vimos num dos exemplos que f(x) = xInx — 2, tem um
anico zero em (2,3). Calcule-a com precisdo 1072.

k a b m f(a) f(b) f(m) b—a
0 2 3 25 |-0,6137 | 1,2958 | 0,2907
1 2 2,5 2,25 |-0,6137 | 0,2907 | -0,1754 0,5
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Método da Bisseccdo

Exemplo. Vimos num dos exemplos que f(x) = xInx — 2, tem um
anico zero em (2,3). Calcule-a com precisdo 1072.

k a b m f(a) f(b) f(m) b—a
0 2 3 25 |-0,6137 | 1,2958 | 0,2907

1 2 2,5 2,25 |-0,6137 | 0,2907 | -0,1754 0,5

2| 2,25 2,5 2,375 | -0,1754 | 0,2907 | 0,0544 0,25
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Método da Bisseccdo

Exemplo. Vimos num dos exemplos que f(x) = xInx — 2, tem um
anico zero em (2,3). Calcule-a com precisdo 1072.

k a b m f(a) f(b) f(m) b—a
0 2 3 25 |-0,6137 | 1,2958 | 0,2907

1 2 2,5 2,25 |-0,6137 | 0,2907 | -0,1754 0,5

2| 2,25 2,5 2,375 | -0,1754 | 0,2907 | 0,0544 0,25
3| 2,25 2,375 | 2,3125 | -0,1754 | 0,0544 | -0,0614 | 0,125
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Método da Bisseccdo

Exemplo. Vimos num dos exemplos que f(x) = xInx — 2, tem um
anico zero em (2,3). Calcule-a com precisdo 1072.

k a b m f(a) f(b) f(m) b—a
0 2 3 25 |-0,6137 | 1,2958 | 0,2907

1 2 2,5 2,25 |-0,6137 | 0,2907 | -0,1754 0,5
2| 2,25 2,5 2,375 | -0,1754 | 0,2907 | 0,0544 0,25
3| 2,25 2,375 | 2,3125 | -0,1754 | 0,0544 | -0,0614 | 0,125
4 12,3125 | 2,3750 | 2,3438 | -0,0614 | 0,0544 | -0,0037 | 0,0625
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Método da Bisseccdo

Exemplo. Vimos num dos exemplos que f(x) = xInx — 2, tem um
anico zero em (2,3). Calcule-a com precisdo 1072.

k a b m f(a) f(b) f(m) b—a
0 2 3 25 |-0,6137 | 1,2958 | 0,2907

1 2 2,5 2,25 |-0,6137 | 0,2907 | -0,1754 0,5
2| 2,25 2,5 2,375 | -0,1754 | 0,2907 | 0,0544 0,25
3| 2,25 2,375 | 2,3125 | -0,1754 | 0,0544 | -0,0614 | 0,125
4

5

2,3125 | 2,3750 | 2,3438 | -0,0614 | 0,0544 | -0,0037 | 0,0625
2,3438 | 2,3750 | 2,3594 | -0,0037 | 0,0544 | 0,0253 | 0,0313
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Método da Bisseccdo

Exemplo. Vimos num dos exemplos que f(x) = xInx — 2, tem um
anico zero em (2,3). Calcule-a com precisdo 1072.

k a b m f(a) f(b) f(m) b—a
0 2 3 25 |-0,6137 | 1,2958 | 0,2907

1 2 2,5 2,25 |-0,6137 | 0,2907 | -0,1754 0,5
2| 2,25 2,5 2,375 | -0,1754 | 0,2907 | 0,0544 0,25
3| 2,25 2,375 | 2,3125 | -0,1754 | 0,0544 | -0,0614 | 0,125
4

5

6

2,3125 | 2,3750 | 2,3438 | -0,0614 | 0,0544 | -0,0037 | 0,0625
2,3438 | 2,3750 | 2,3594 | -0,0037 | 0,0544 | 0,0253 | 0,0313
2,3438 | 2,3594 | 2,3516 | -0,0037 | 0,0253 | 0,0108 | 0,0156
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Método da Bisseccdo

Exemplo. Vimos num dos exemplos que f(x) = xInx — 2, tem um
anico zero em (2,3). Calcule-a com precisdo 1072.

f(a) f(b) f(m) b—a
2 3 25 |-0,6137 | 1,2958 | 0,2907
2 2,5 2,25 |-0,6137 | 0,2907 | -0,1754 0,5

2,25 2,5 2,375 | -0,1754 | 0,2907 | 0,0544 0,25

2,25 2,375 | 2,3125 | -0,1754 | 0,0544 | -0,0614 | 0,125

2,3750 | 2,3438 | -0,0614 | 0,0544 | -0,0037 | 0,0625

2,3438 | 2,3750 | 2,3594 | -0,0037 | 0,0544 | 0,0253 | 0,0313

2,3438 | 2,3594 | 2,3516 | -0,0037 | 0,0253 | 0,0108 | 0,0156

2,3438 | 2,3516 | 2,3477 | -0,0037 | 0,0108 | 0,0035 | 0,0078
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Método da Bisseccdo

Apés oito passos (contando com o inicial) ficamos com

b—a < e=10"2. Assim, qualquer valor no intervalo
[2.3438,2.3516] & uma aproximagdo do zero de f(x). Podemos
escolher o ponto médio x* = 2.3476. Ou seja, x = 2.3476 + 1072

Teorema

Suponha que f(x) é uma fungdo continua em [a, b] e f(a)f(b) < 0.
O método de bisseccdo gera uma sequéncia xg, X1, . . . quUE sSe
aproxima de uma raiz X de f com

b—a

Usando o teorema acima, podemos estimar o niimero de iteracdes

do método da bissecc3o: @

Vietodos Iterativos para calculo de raizes aproximadas

www.transcom.com www.facebook.com/isutc



Método de Bissecido
0000e

Método da Bisseccdo

b-a\] _ In[-2]
"‘P°gz< : ﬂ‘ in(2)

Exemplo: Numero de iteracdes

Seja f(x) = xInx — 2, tem um anico zero em (2, 3). Considerando
a preciso 1072., determine quantas iteracdes serdo necessarias
para obter a soluc3o.
Temos que a=2¢e b= 3, com ¢ = 0.01. Entdo
_In[®2] _ In 53]
In(2) In(2)

= 6.64 =~ 7 iteragOes.
JTC
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Método de Falsa Posicdo

Considere uma fungdo f(x) continua que possui uma Gnica raiz em
[a; b]. Se por acaso, f(a) = —1 e f(b) = 2000, o método de
bissecdo dividira o intervalo ao meio, apesar de ser mais provavel
que a raiz esteja mais perto de a que de b (ou vice versa). Isso
deveria acontecer, pelo menos se f(x) fosse uma fun¢éo do
primeiro grau, pois ndo possui trajectorias.

Como forma de aproximar de forma o mais rapido possivel a raiz
entre a e b, vamos associa-lo a uma equacio do primeiro grau.
Temos na nossa posse os pontos a; f(a) e b; f(b). A equagdo da
recta que passa por esses pontos é dada por

— f(a) = f(bg:g(a)(x

valor associado y = f(x*) = 0.
( 1suTC

Da equacgdo anterior, temos que:

— a). Mas para a raiz x* € [a; b] o seu

vietodos Iterativos para calculo de raizes aproximadas
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Método deFalsa Posicado

Da equacdo anterior, temos que:

—f(a) = f(bg::;(a)(x* — a), isolando o x* temos que:
. af(b) — bf(a)
f(b) — f(a)

O algoritmo usado no método da Falsa posicdo é exactamente o
mesmo do método da bissecio, trocando o ponto médio m em cada
af(b) — bf(a)

f(b) —f(a)
Para facilitar, adiciona-se o critério de parada associado ao valor da
fungdo f(x*)

etapa pelo m =

( isuTC
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Método de Falsa Posicdo

Al: Considerar o intervalo inicial [a; b] e preciséo €

A2: Seja m = 7‘3?%23:?{5’);

A3: Se b—a < eou |f(m)| <€, tome m como a
aproximagdo do zero;

A4: Caso contrario, se f(a)f(m) < 0, troque b por m e se
f(m)f(b) < 0, troque a por m;

A5: Volte para o passo A2

( isuTC
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Método de Falsa Posicdo

Exemplo. Vimos num dos exemplos que f(x) = x3 — 3x 4 1, tem
um anico zero em (0, 1). Calcule-a com precisio 1073.

k|a b | f(a) f(b) m f(m) b—a
0]0 1 1 -1 0.5 -0,375

110 0,5 1 -0,375 | 0363636 | -0,04282 05
2101 0,363636 1| -0,04282 | 0,348703 | -0,00371 | 0,363636
310 0,348703 1|-0,00371 | 0,347414 | -0,00031 | 0,348703

Apds 3 iteragBes, chegamos a |f(x*)| = 0.00031 < ¢, o que encerra

o método com a raiz aproximada. Note que o valor de |b — a|

diminui a cada iteragdo, mas de forma muito lenta, o que mostrt,surC

que foi fundamental acrescentar a condi¢do de parada f(x*)| < €.
Vietodos Iterativos para calculo de raizes aproximadas
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